
































Box–Pierce–Ljung  portmanteau  statistic  is  perhaps  the most widely used  diagnostic  (Tse,  2002, 
358). 
We considered trivariate time series models for some selected securities listed at the Belgrade 
stock exchange  (www.belex.co.yu). Prior  to  that, we had  to perform univariate GARCH analysis 
for each of the analyzed return series. Then, we checked the fitted models carefully: the Ljung‐Box 
statistics of standardized  residuals and  its  squared values  showed  that models are adequate  for 
describing the conditional heteroscedasticity of the data. Multivariate (trivariate) GARCH models 
which will be covered in this paper are restricted version of BEKK (named after Baba, Engle, Kraft 
and  Kroner,  1995),  model,  the  diagonal  VEC  (DVEC,  initially  due  to  Bollerslev,  Engle  and 
Wooldridge, 1988)  model and Conditional Correlation Model (CCC, Bollerslev, 1990)). For trivari‐
ate version of restricted BEKK, DVEC and CCC representations we estimated covariances among 
daily  log  returns of BELEX15  index, Hemofarm and Energoprojekt stocks. For estimation of pa‐








tic  checking  for  univariate GARCH models.  In  Section  3 misspecification  tests  for multivariate 








there should be no ARCH effect  left  in  the standardized  residuals  (EViews 5 User’s Guide). It  is 















= + −∑ .                                                                                       (2.1) 
The function  1ρˆ ,  2ρˆ , ... is called the sample autocorrelation function (SACF) of rt (Tsay, 2005).  


















−= − − .                                                                                               (2.2) 
Under  the  null  hypothesis  with  normally  distributed  errors,  this  statistic  has  an  F‐
distribution with (k ‐ 1) and (T ‐ k) degrees of freedom. The total number of regressors is termed as 
k; number of restrictions is termed as k – 1; T is number of observations (Brooks, 2002), (EViews 5 







into continuously compounded  returns, because  the price  series  (log values) of both  stocks and 









































large  returns, and small  returns  (of either sign)  to follow small  returns  (Brooks, 2002),  (Minović, 
2007). 
We use four steps for building a volatility model for each of the  log return series. The first 
















































































lengths  for  Hemofarm  stock  and  we  infer  the  presence  of ARCH  effects.  The  Q‐statistics  for 
squared  residuals across all  lag  lengths  for BELEX15  index  is not significant,  it  ignores  the exis‐
tence of ARCH effects. But the heteroscedasticity  in BELEX15 and Hemofarm  is also observed  in 
the plots of the actual values of residuals (see Minović, 2007). From Table 2.1 we see that  is only 






We  built  a  volatility model  for  each  asset  returns  and we  inferred  that  right model  for 




Ljung‐Box  statistics  (Table  2.2)   of  standardized  residuals  and  those of  its  squared  showed  that 
models are adequate for describing the conditional heteroscedasticity of the data . We applyed the 





  The Ljung‐Box Statistics  ARCH‐LM(5) test  ARCH‐LM(10) test 
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for variance of Hemofarm  stock, we observe  the greatest peak  in period  June‐July  2006,  it was 
when company Schtada was bought stocks of Hemofarm and Schtada was became of major. We 










adequate.  In practice  the Engle and Ng  tests are usually applied  to  the  residuals of a univariate 
GARCH fit to individual series. Denote an individual series of disturbances as  tε , and define  1tS −−  
as an indicator dummy that takes the value 1 if  ˆ 0tε <  and zero otherwise. Then the test for sign 
bias is based on the significance or otherwise of  1φ  in the regression 
2
0 1 1tˆ t tS eε φ φ −−= + +                                                                                                     (3.1) 
where  te   is an  i.i.d.  (independently and  identically distributed) error  term.  If positive and 








  2 0 1 1 1tˆ t t tS eε φ φ ε−− −= + + .                                                                                             (3.2) 
Finally, defining  1 11t tS S
+ −
− −= − , so that  1tS +−  picks out the observations with positive innova‐
tions, Engle and Ng propose a joint test for sign and size bias based on the regression 
2
0 1 1 2 1 1 3 1 1tˆ t t t t t tS S S eε φ φ φ ε φ ε− − +− − − − −= + + + + .                                                                 (3.3) 
Significance of  1φ   indicates  the presence of  sign bias, where positive  and negative  shocks 
have differing impacts upon future volatility, compared with the symmetric response required by 









als. Let θ  denote a  1k ×  parameter vector (containing all model parameters) and  ( )r θ  denote the 
restrictions function required for the test. The null hypothesis is:  
0 : ( ) 0H r θ = .                                                                                                            (3.4) 
Let  ˆvar( ( ))r θΩ = ,                                                                                                    (3.5) 
where θˆ  is vector of estimated parameters. 
Then the Wald test statistic is given by 
1ˆ ˆ( ) ( )TW r rθ θ−= Ω .                                                                                                   (3.6) 
Under the null,  2JW
α χ: , and so the null hypothesis is rejected if  2,JW αχ> , where α  is the 
size of the test and  J   is the number of restrictions. The variance‐covariance  in (3.5),  Ωˆ , may be 
calculated from the residual sum of squares of the regression of  mˆ  (the values of elements of the 
moment restriction function by observation) on  1 2ˆ ˆ ˆ, ,..., ,kd d d  the values of each of the derivatives 
of the log‐likelihood, observation by observation. The residual sum of squares of this regression is 
given by 







Among  the  specific multivariate model  diagnostics,  Bauwens  (2003) propose  the use of  a 
multivariate version of the Ljung‐Box test due to Hosking (1980) (Mills et. al., 2006). This test is the 
most widely used diagnostics to detect ARCH effects (Bauwens et. al., 2006, 79). Let  1/ 2ˆ ˆˆt t tz H ε−=  
denote the N‐vector of standardized residuals, the test statistic is given by 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }12 1 1 '
1
0 0
t t t t
M
Z Z Z Z
t
HM M T T j tr C C j C C j− − −
=
= −∑ ,                                   (3.9) 
where  ( )'ˆ ˆt t tZ VECH z z=  and  ( )tZC j  is the sample autocovariance matrix of order j given by: 





Z t t j
t j
C j T Z Z Z Z j T− −
= +
= − − = −∑                                            (3.10) 
with  ( )1 ... /TZ Z Z T= + + . Under the null hypothesis of no dependence in the standardized 
residuals (i.e. no ARCH effects), the test statistic is asymptotically distributed as a  2χ  with  2N M  
degrees of freedom (Bauwens et. al., 2006, 79), (Mills et. al., 2006).  
The Box‐Pierce portmanteau statistics have been used as the benchmark for detecting model 
inadequacy  in  multivariate  conditional  heteroscedasticity  models.  This  test  is  based  on  cross‐
products  of  the  standardized  residuals  often  provides  a  useful  diagnostic.  Denoting  
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( )'1ˆ ˆ ˆ,...,t t tkε ε ε=  and the elements of  ˆ tΣ  by  ,ˆ ij tσ , we define the i‐th standardized residuals at time t 
as 
ˆ ˆ/it it iitz ε σ= .                                                                                                        (3.11) 
Let  ,ˆij tρ  be the estimated conditional correlation coefficient defined by  , , , ,ˆ ˆ ˆ ˆ/ij t ij t ii t jj tρ σ σ σ= ; 








it jt ij t
z i j
c
z z i jρ
⎧ − =⎪= ⎨ − ≠⎪⎩
                                                                                        (3.12) 
for  , 1,...,i j k= . When  the constant‐correlation or  the no‐correlation models are estimated, 
,ˆij tρ  is a constant with respect to t. Under correct model specification,  ,ij tc  is asymptotically serially 
uncorrelated and  ( ), 1| 0ij t tE c −Φ →  as  n →∞ . Thus, a diagnostic can be constructed based on the 
Box‐Pierce statistic of the squared lag autocorrelation coefficient of  ,ij tc . Specifically, we denote  hijr  







Q i j m n r
=
= ∑ .                                                                                                (3.13) 
If the multivariate conditional heteroscedasticity model fits the data,  ,ij tc  should be serially 













LL M T R h
=
= ∑ %                                                                                              (3.14) 
which asymptotically follows a  ( )2 Mχ  under the null of no conditional heteroscedasticity, 
and where (Bauwens et. al., 2006, 79), (Mills et. al., 2006) 
( ) ( )( )( )
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In particular,  imposing  the  restriction  that  the variance matrix  tΣ   is diagonal, Ling and Li 




Tsui (1999) show that there  is a loss of  information  in the transformation of the residuals  ' 1ˆˆ ˆt t tε ε−Σ  






sity of the stochastic process { }' 1ˆˆ ˆ ,t t t t Zε ε−Σ ∈  which is i.i.d. under null of homoscedasticity. Interest‐













terwards. Tse (2000) proposes a test for constant correlations. The null is  , , ,ij t ij ii t jj tσ ρ σ σ=  where 
the  conditional variances  are GARCH(1,1), while  the  alternative  is  , , , ,ij t ij t ii t jj tσ ρ σ σ= . The  test 




null  0 : 1,...,tH t Tρ ρ= ∀ =   is  tested  against  the  alternative 
( ) ( ) ( ) ( )* *1 1 1: ...t t p t pH VECH VECH VECH VECHρ ρ β ρ β ρ− −= + + + . The  test  is easy  to  implement 
since  0H  implies the nullity of all coefficients in the regression 
* * * *
0 1 1 ...t t p t p tX X X uβ β β− −= + + + + , 
where  ( )'ˆ ˆut t t NX VECH z z I= − ,   uVECH  is like the VECH operator but it only selects the elements 
under the main diagonal,  1/ 2 1ˆˆ ˆˆt t tz Dρ ε− −=  is the  1N ×  vector of standardized residuals (under the 









Monte Carlo methods. They found  that  there were situations  in which  the Ling‐Li test had very 






For  estimation  of  parameters  in  the  univaraite  and  trivariate  GARCH  models  we  used 
EViews program, Version 4.1. We use program for modeling restricted version of trivariate BEKK 
model (named after Baba, Engle, Kraft and Kroner), and we extend this program on trivariate case 




contained  in multivariate GARCH models. This  is  an  iterative procedure,  the BHHH  algorithm 
needs suitable initial parameters (Franke et.al., 2005). For all calculations in our programs number 





we  use  are  maximum  log‐likehood  and  two‐step  approach. Although  maximum  log‐likehood 
method can be used for all three models (BEKK, DVEC and CCC), for CCC representation we will 






     Coeff.  S.E.  z‐Stat  Coeff.  S.E.  z‐Stat  Coeff.  S.E.  z‐Stat 
MU(1)  ‐0.0003  0.0002  ‐1.4536  ‐0.0001  0.0002  ‐0.3216  ‐0.0001  0.0002  ‐0.6120 
MU(2)  ‐0.0006  0.0001  ‐8.1946  ‐0.0003  0.0002  ‐1.6585  ‐0.0006  0.0001  ‐8.4620 
MU(3)  ‐0.0005  0.0007  ‐0.7305  ‐0.0003  0.0006  ‐0.5244  ‐0.0003  0.0006  ‐0.5453 
OMEGA(1)  0.0017  0.0004  4.8070  0.0000  0.0000  1.9624  0.0000  0.0000  1.3449 
BETA(1)  0.7826  0.0879  8.9069  0.5216  0.1549  3.3679  0.4973  0.3058  1.6260 
ALPHA(1)  0.3495  0.0739  4.7325  0.2006  0.0709  2.8288  0.1479  0.0913  1.6192 
OMEGA(2)  0.0000  0.0000  0.0519  0.0000  0.0000  3.0426  0.0000  0.0000  ‐9.3533 
BETA(2)  0.8416  0.0058  144.5231  0.6827  0.0168  40.5688  0.7085  0.0010  70.8697 
ALPHA(2)  0.7682  0.0373  20.6101  0.5952  0.0623  9.5593  0.5820  0.0534  10.8965 
OMEGA(3)  0.0016  0.0006  2.4940  0.0000  0.0000  2.6601  0.0000  0.0000  5.1316 
BETA(3)  0.6814  0.1607  4.2397  0.3052  0.2135  1.4291  0.2269  0.1382  1.6417 
ALPHA(3)  0.4283  0.0975  4.3925  0.2479  0.1152  2.1518  0.2539  0.1057  2.4011 
OMEGA(4)  0.0001  0.0002  0.2752  0.0000  0.0000  5.6805  ‐  ‐  ‐ 
BETA(4)  ‐  ‐  ‐  0.6431  0.0690  9.3175  ‐  ‐  ‐ 
ALPHA(4)  ‐  ‐  ‐  0.2545  0.0692  3.6794  ‐  ‐  ‐ 
OMEGA(5)  ‐0.0055  0.0210  ‐0.2643  0.0000  0.0000  2.2551  ‐  ‐  ‐ 
BETA(5)  ‐  ‐  ‐  0.3899  0.2062  1.8905  ‐  ‐  ‐ 
ALPHA(5)  ‐  ‐  ‐  0.1765  0.0716  2.4647  ‐  ‐  ‐ 
OMEGA(6)  0.0003  0.3462  0.0010  0.0000  0.0000  ‐0.1434  ‐  ‐  ‐ 
BETA(6)  ‐  ‐  ‐  0.4663  0.2539  1.8363  ‐  ‐  ‐ 
ALPHA(6)  ‐  ‐  ‐  0.3630  0.1137  3.1918  ‐  ‐  ‐ 
Log likehood  2886.269  2697.955  3534.373 
Avg. log likelihood  11.8290  11.5792  14.4851 







































































































We observe  from  these pictures on Figure  3.1  that  the  restricted BEKK  and DVEC  results 
have similar behaviour for all pair log returns of stocks and index, but very different behaviour in 
CCC model where  the  covariance  is positive and of not negligible magnitude especially  in  case 
Hemofarm  and  Energoprojekt  stocks.  It  is  because  CCC  model  reduces  to  three  univariate 
GARCH(1,1) models (covariance equations do not contain terms with cross‐product of residuals). 













































































































We  observe  from  figure  above  that  the  restricted  BEKK, DVEC  and CCC  results  exhibit 
rather  similar behaviour  for each  considering stocks and  index. Figure 3.2 shows  that BELEX15 
index has always been more volatile than Hemofarm and Energoprojekt stock. On the second pic‐
ture  in all  three models we see  that  time of  the greatest peak match with  time when Hemofarm 













































































( )ˆˆ /i i i iz r μ σ= − , where i = 1, 2, 3.                                                                      (3.16) 
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The cross product of residuals for log returns of BELEX15 index – Hemofarm stock; log re‐
turns of BELEX15  index – Energoprojekt stock;  log  returns of Hemofarm – Energoprojekt stocks 
are calculated as: 
( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ /i j i i j j ii jjz z r rμ μ σ σ= − − .                                                                            (3.17) 
























Q(36)  BELEX15  Hemofarm  Energoprojekt 
BEKK  25.628 (0.900)  44.451 (0.158)  31.161 (0.698) 
DVEC  23.205 (0.951)  43.256 (0.189)  34.341 (0.548) 
CCC  22.976 (0.955)  40.311 (0.247)  26.675 (0.871) 
Q2(36)       
BEKK  29.221 (0.781)  58.530 (0.010)  38.323 (0.365) 
DVEC  24.128 (0.935)  47.444 (0.096)  40.719 (0.270) 
























































Q2(36)  BELEX15‐Hemofarm  BELEX15‐Energoprojekt Hemofarm‐ Energoprojekt
BEKK  30.429 (0.730)  32.122 (0.654)  34.498 (0.540) 
DVEC  31.550 (0.680)  27.746 (0.836)  32.244 (0.648) 
 
From Table 5  it is evident that there are no ARCH effect in covariance equations for BEKK 
and  DVEC  models  for  pairs  BELEX15‐Hemofarm;  BELEX15‐Energoprojekt,  Hemofarm‐
Energoprojekt.  Thus,  the  check  of  the  models  shows  that  the  models  are  appropriate  i.e.  Q‐
statistics  show  that models are adequate  for describing  the  conditional heteroscedasticity of  the 
data. 
Final conclusion:  It  is  interesting  to note  that DVEC model would be  the most convinient 
model, because only  that one does not show ARCH effect for Hemofarm stock. BEKK and CCC 




ate  and multivariate GARCH models. We  illustrated  our  empirical  approach  by  applying  it  to 
daily returns of the BELEX15 index, Hemofarm and Energoprojekt stocks. We presented different 




portmanteau  tests  of  the  Box‐Pierce‐Ljung  type,  residual‐based  diagnostics  (RB)  and  Lagrange 
Multiplier  (LM)  tests. The Box–Pierce–Ljung portmanteau statistic  is  the most widely used diag‐
nostic. In empirical part, after a trivariate conditional heteroscedasticity model had been fitted, we 
used the Ljung‐Box statistics (Q‐test) of standardized residuals, those of its squared, as well as of 
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